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Presentazione

J.J. Sakurai era sempre un ospite molto gradito al CERN (Comitato Europeo di Ricerche
Nucleari), perché era uno dei pochi teorici ad interessarsi ai dati sperimentali ancor piu che al
gioco teorico stesso. Cionondimeno era appassionato di fisica teorica e del suo insegnamento,
argomento sul quale aveva opinioni molto valide. Egli pensava che la maggior parte dell’insegna-
mento della fisica teorica fosse troppo restrittiva e distaccata dalle applicazioni pratiche: «...ve-
diamo numerosi teorici specializzati, ma non acculturati, che sono a conoscenza del formalismo
LSZ degli operatori di campo di Heisenberg, ma non sanno perché un atomo, eccitato, emana ra-
diazioni, oppure non conoscono la derivazione quantomeccanica della legge di Rayleigh che
spiega perché il cielo & azzurro». Ripeteva spesso che lo studente deve essere capace di mettere
in pratica I'insegnamento ricevuto: «il lettore, che dopo aver letlo un libro non sappia eseguire
gli esercizi, non ha imparato nulla»,

Mise in pratica questi principi nel libro Advanced Quantum Mechanics (1967) e in [nvarian-
ce Principles and Elementary Particles (1964}, entrambi consultati spesso nella biblioteca del
CERN. Questo nuovo libro, Meccanica Quantistica Moderna, dovrebbe essere adoperato anche
pit spesso da un numero di fisici maggiore e meno specializzato. E un’opera di ampio respiro ed
allo stesso tempo diassoluta praticita. I suoilettori vi troveranno quello che hanno bisogno di sa-
pere e potranno apprezzare il notevole sforzo, certamente riuscito, per renderlo comprensibile.

Per 'improvvisa morte di J.J. Sakurai, il 1° novembre 1982, questo libro & rimasto incom-
piuto. Assieme a Reinhold Bertlmann ho aiutato la signora Sakurai a classificare il materiale la-
sciato dal marito al CERN e tra questo abbiamo trovato una prima stesura manoscritta del libro
ed un grande numero di esercizi. Anche se erano stati completati soltanto tre capitoli, era chiaro
che la maggior parte dell’opera era stata ormai concepita. Restava tuttavia ancora molto lavoro
da compiere: colmare le lacune, affinare la forma e riorganizzare il contenuto.

11 libro € stato ultimato grazic alla determinazione di Noriko Sakurai e alla dedizione di San
FuTuan. In seguito alla morte del marito, la signora Sakurai ha deciso senza esitazione che lasua
ultima fatica non andasse perduta e con grande coraggio e dedizione é divenuta ’elemento trai-
nante di questo progetto, superando tutti gli ostacoli e stabilendo di raggiungere ambiziosi
obiettivi. Anche San Fu Tuan ha voluto dedicare tempo ed energia al completamento ¢ alla pub-
blicazione dell’opera di Sakurai. Forse soltanto persone vicine al frenetico campo della fisica teo-
rica delle alte energie possono apprezzare in pieno il sacrificio affrontato.

Perme personalmente J.J. &stato per lungo tempo molto pill di un semplice illustre collega.
Mi addolora pensare che non potremo pit scherzare insieme sulla fisica, sui fisici e sulla vita in
genere ¢ che egli non potra constatare il successo della sua ultima opera. Tuttavia sono contento
che questa sia slata portata a termine.

John S. Bell
CERN, Ginevra




Prefazione

J.J. Sakurai, alla sua prematura scomparsa nel novembre del 1982, ha lasciato un manoscritto in-
compiuto, riguardante la meccanica quantistica, che si basava suun corso che aveva tenuto spes-
s0 all'UCLA (University of California, Los Angeles). Per quanto esistano numerosi ottimi testi
di meccanica quantistica, Sakurai pensava che in essi non venivano messi in piena evidenza gli
sviluppi piu recenti. I principali obiettivi che si proponeva nello scrivere questo libro, come
nel suo insegnamento, erano la chiarezza dell’esposizione, la nitida messa a punto dei concetti
chiave ed una maggiore attenzione ai piti importanti recenti sviluppi raggiunti dagli studi di
questa scienza sia a livello sperimentale sia a livello teorico (per esempio, gli esperimenti di
interferometria neutronica, gli integrali di cammino di Feynman, le misure di correlazione ¢ [a
diseguaglianza di Bell).

Questi obiettivi sono stati ampiamente raggiunti in quella parte del manosecritto che Saku-
rai aveva ultimato prima della sua morte. La stesura preliminare del resto del libro ¢ gli appunti
curati meticolosamente da Sakurai stesso costituiscono la base del mio lavoro di curatore, nel
quale ho cercato di incorporare il pil possibile del lavoro originario dello scienziato. Questo
compito miaffascinava e mi intimoriva allo stesso tempo, specialmente per altissimo livello dei
primi tre capitoli portati a termine, ma confido di essere riuscito a rendere il quadro d’insieme
che l'autore aveva in mente, preservando la maggior parte del testo originale e il suo modo di
affrontare i problemi.

Quest’opera ¢ destinata a studenti che abbiano gia studiato meccanica quantistica, non
certo a dei principianti. Si presume che il lettore abbia una certa esperienza nella risoluzione
delle equazioni d’onda dipendenti o indipendenti dal tempo, sia a conoscenza dell’evoluzione
temporale libera del pacchetto gaussiano, abbia la capacita di risolvere problemi di trasmissione
e riflessione nel caso unidimensionaie e abbia le basi di alcune delle proprieta generiche delle
autofunzioni e degli autovalori di Hamilton.

Il libro utilizza un approccio diretto ai sistemi quantistici e fornisce un’introduzione al for-
malismo quantistico. I soliti argomenti basilari sono discussi minuziosamente all’interno della
meccanica quantistica come lo sono gli sviluppi piti recenti, per esempio: la dinamica quantisti-
ca, Papprossimazione JWKB, il formalismo degli integrali di cammino, il potenziale vettore, i
principidi simmetria, i metodi di approssimazione, il principo di Pauli, i diagrammi di Youngela
teoria dello scattering. Nell’appendice A viene fornito un breve elenco di soluzioni elementari
all’equazioni dell’onda di Schrédinger; in fondo al volume vi ¢ una bibliografia di testi elementa-
ri di meccanica quantistica. Nell’opera vengono proposti degli esercizi che rappresentano una
parte vitale del libro. Nella meccanica quantistica, come in tutte le altre discipline, & ’applicazio-
ne della teoria nella pratica a costituire la verifica dell’apprendimento.

Ringraziamenti

Per quanto non sia possibile ringraziare tutti coloro che hanno collaborato, desidero esprimere
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nare eventuali errori. Il Dott. Thomas Fulton della John Hopkins University oltre a fornire un
contributo con le proprie annotazioni sulla diffusione coulombiana nel paragrafo 13 del capitolo
7 ('unico argomento che Sakurai desiderava aggiungere, ma del quale non esisteva neanche un
manoscritto preliminare prima della sua morte), ha anche corretto attentamente le bozze del ca-
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del’'UCLA, che ha battuto a macchina con molta precisione una prima stesura completa. A tutti
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Voro.
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Per concludere desidero esprimere la mia gratitudine a Noriko Sakurai per il suo incoraggia-
mento ed aiuto e al redattore Richard Mixter oltre che al coordinatore di produzione Kristina
Montague per la costanza e Pincrollabile ottimismo.,

San Fu Tuan
1 gennaio 1985, Honolulu, Hawaii



J. J. Sakurai 1933-1982

In Memoriam

JunJohn Sakurai, nato nel 1933 a Tokyo, si trasferi negli Stati Uniti nel 1949, mentre frequentava
la scuola media superiore. Studi6 ad Harvard e a Cornell ¢ consegui il Ph.D nel 1958. In seguito
divenne assistente alla cattedra di fisica alla University of Chicago dove ottenne la cattedra nel
1964. Visse a Chicago fino al 1970, poi si stabili a Los Angeles alla University of California, dove
rimase fino alla morte. Durante la sua vita scrisse 119 articoli di fisica teorica delle particelle ele-
mentari, oltre a numerose opere ¢ monografie sulla meccanica quantistica e sulla teoria delle
particelle elementari.

La fisica teorica ha come scopo principale la formulazione di descrizioni teoriche del mondo fisi-
co che siano allo stesso tempo concise ed esaurienti. Poiché la natura & sensibile e complessa, la
ricerca nella fisica teorica richiede coraggio ed entusiasmo di fronte a fenomeni scoperti da poco.
Sitratta di un campo in cui Sakurai eccelleva con il suo fenomenale intuito fisico ed intros pettivo
e anche con la sua abilita a spiegare questi fenomeni ai non specialisti in termini fisici molto ac-
cessibili. E sufficiente soltanto leggere i testi Invariance Principles and Elementary Particles ¢ Ad-
vanced Quantum Mechanics csatlamente come i suoi articoli e le sue lezioni nelle scuole estive,
per rendersene conto. Senza esagerare potrei affermare che molto di quello che ho appreso nel
campo delle particelle proviene proprio dai suoi articoli e dal suo insegnamento.

Quando Sakurai era ancora uno studente di dottorato, propose quella che adesso & cono-
sciuta come la teoria V-A delle interazioni deboli, indipendentemente (ma conlemporaneamen-
te) da Richard Feynman, Murray Gell-Mann, Robert Marshak ¢ George Sudarshan. Nel 1960
pubblico negli Annals of Physics un lavoro profetico, probabilmente la sua monografia pit im-
portante. Riguardava il primo serio tentativo di costruire una teoria delle interazioni forti basata
sull'invarianza di gauge abeliana e non abeliana (Yang-Mills). Questo lavoro ha stimolato i teo-
rici a cercare di capire il meccanismo di generazione di massa per i campi di gauge vettoriali, at-
tualmente realizzato tramite il meccanismo di Higgs, ma soprattutto ha incentivato la ricerca di
unificazione realista delle forze tramite il principio di gauge, ora coronato da successo con [a ce-
lebre unificazione di Glashow-Weinberg-Salam delle forze deboli ed elettromagnetiche. A livel-
lo fenomenologico, Sakurai ha perseguito e difeso vigorosamente il modello della dominanza
dei mesoni vettori per la dinamica degli adroni. E stato il primo a discutere il mixing degli stati
mesonici @ & @ ¢ ha dato anche numerosi ed importanti contributi alla fenomenologia delle par-
ticelle elementari in senso pitl ampio, perché il suo cuore era sempre vicino alle attivita speri-
mentali,

Conoscevo Jun John da pit di 25 anni ed ho sempre avuto la pil grande ammirazione non
solo per il suo immenso valore come fisico teorico, ma anche per il calore e per la generosita del
suo spirito. Anche se impegnato con il dottorato a Cornell, nel 1957/58, sacrifico parte del tempo
destinato alla ricerca pionieristica sulle relazioni di dis persione per il K-nucleone, per aiutarmi
nella mia tesi di dottorato a Berkeley sullo stesso argomento, attraverso uno scambio intenso di
lettere. Assicme aSandip Pakvasa ho avuto il privilegio di essere coinvolto in uno dei suoi ultimi
lavori sugl accoppiamenti deboli dei quark pesanti, in cui mostrava ancora una volta il suo
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modo, lucido e intuitivo, di affrontare la fisica. Naturalmente ¢ stato gratificante per noi che
Jun John classificasse questo lavoro tra quelli che ricordava con particolare piacere.

La comunita dei fisici ha subito una grave perdita con lamorte di Jun John Sakurai e perme
personalmente la perdita & stata particolarmente dolorosa. E per questo che ho molto gradito
'opportunita che ho avuto di completare e curare il suo manoscritto sulla Meccanica Quantistica
Moderna e di poterlo pubblicare. Non avrei potutoricevere regalo migliore della possibilita di di-
mostrare la mia devozione per Jun John attraverso questo lavoro.

San Fu Tuan
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CAPITOLO 1

Concetti Fondamentali

1l cambiamento rivoluzionario nella comprensione dei fenomeni microscfapici che h_a. avuto
luogo durante i primi 27 anni del ventesimo secolo & senza. p_recr_ade_ntl nella _stona. d_elle
scienze naturali. Siamo stati non solo testimoni delle forti limitazioni del_la. ﬁsu_:a. classmal,
ma abbiamo anche trovato che la teoria alternativa alle teorie fisiche classiche risulta assai
pilt ricca, in quanto a portata e a dominio di applicabilita. ) o )
Il modo pil tradizionale per cominciare a studiare la meccanica qu.ant_lstlcz-x edi seguire
i suoi sviluppi storici — la legge della radiazione di Planck, la tc'aona di }El]:lStEIIl:Dl’:-‘_bye dei
calori specifici, 'atomo di Bohr, le onde di materia di de Broglie, e cosi via — insieme a.d
una attenta analisi di alcuni esperimenti cruciali come ’effetto Compton, l’espenmen.to di
Tranck-Hertz e l'esperimento di Davisson-Germer-Thompson. In questo mt_)do possiaino
arrivare ad apprezzare come i fisici nel primo quarto del v_entesimc? secolo siano stati ob-
bligati ad abbandonare poco a poco i cari concetti della fisica classica e come, nonostante

le false partenze iniziali e le svolte shagliate, i grandi maestri — tra questi Heisenberg,

Schrédinger e Dirac — siano finalmente riusciti a formulare la meccanica quantistica come
la conosciamo oggi. . o )

Tuttavia in questo libro non seguiamo il metodo storico ma. iniziamo con un esempio
che illustra, in modo fondamentale, forse meglio di ogni altro esempio, ‘lua. mat.:'legu,a.tezzﬂa
dei concetti classici. Speriamo che esponendo subito il lettore ad una “terapia d urtuo ;
questo possa sintonizzarsi fin dallo stadio iniziale su quello che potremmo chiamare “un
modo di pensare quanto-meccanico”.
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Concetti Fondamental

'i.1. ESPERIMENTO DI STERN-GERLACH

L’esempio su cui ci concentriamo in questa paragrafo & Pesperimento di Stern-Gerlach
concepito originariamente da 0. Stern nel 1921 e realizzato da luj a Francoforte in collabo-
razione con W. Gerlach nel 1922, L’esperimento illustra in modo drammatico la necessity
di un allontanamento radicale dai concetti della meccanica classica. Nelle sezioni succes-
sive si presenta il formalismo basilare della meccanica quantistica in maniera alquanto
assiomatica ma sempre avendo presente I’esempio dell’esperimento di Stern-Gerlach. In
un certo senso un sistema a due stati del tipo di Stern-Gerlach & il sistema meno classico e
pitl quanto-meccanico. Una comprensione sicura dei problemi riguardanti i sistemi a due
stati finira col ripagare ogni serio studente di meccanijca quantistica. Per questa ragione
¢i riferiremo ripetutamente aj problema a due stati in tutto il libro.

' Descrizione dell’esperimento

Presentiamo una breve descrizione dellesperimento di Stern-
tutti i testi di fisica moderna * Dapprima atomi di argento (Ag) sono riscaldat] in un
forno. 1l forno ha una piccola apertura attraverso la quale alcuni atomi possono sfuggire.
Come mostra la figura 1.1 il fascio Passa attraverso un collimatore ed & soggetto ad un
campo magnetico prodotto da due poli uno dei quali & sagomato ad angolo molto acuto,
Dobbiamo determinare Pefletto del campo magnetico sugli atomi dj argento. A fal
fine il seguente modello semplificato di atomi dj argento & sufficiente. L’atomo di argento

Gerlach, discusso in quasi

angolare intrinseco in contrapposizione a quello orbitale ~ del solo 47-esimo elettrone (5s).
147 elettroni sone attaccati al nucleo che & ~ 2 x 105 volte pilf pesante dell
conseguenza, 'atomo pesante nel suo insieme possiede un moment
momento magnetico di spin del 47-simo elettrone.

’elettrone; come
0 magnetico uguale al

In altre parole il momento magnetico g dell’atomo risulta proporzionale allo spin dell’elet-
frone S

pxS (1.1.1)

dove Iesatto fattore dj proporzionalita risul
precisione dello 0, 2%.
Poiché ]’energig di interagione

3

Per una discussione elementare ma chiarificatrice dell’
Taylor (1975,432-38].

ta essere e/m.c (e < 0 in questo libro) con una

del momento magnetico con il campo magnetico &

esperimento dji Stern-Gerlach si veda Trench e
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Asse z
A
Direzione del fascio
Al rivelatore
oy
CampeB N Collimatore
5 Magnete
sagomato_
{i due poli)
FIGURA 1.1.L'esperimento di Stern—-Gerlach.
proprio —t - B, la componente z della forza a cui 'atomo 2 soggetto & espressa da
Ll
2 =, (1.1.2)
= — - B ~ L — S
E oz (#-B) = p oz

dove abbiamo ignorato le componenti di B in direzioni diverse da.]la_dmrez.mne z. Poiché
'atomo & molto pesante ci aspettiamo che il concetto classico di traiettoria possa essere

correttamente usato, punto questo che pud essere giustificato usando il principio di in-

determinazione di Heisenberg che sard derivato nel seguito. Con la disposxlzlz’oile mdmst'zt
dalla figura 1.1, 'atomo con p, > 0 (S, < 0) & soggetto ad una forza da alto vell,rslt{:
basso, mentre l'atomo con p, <0(S, > 0) & soggetto ad una forz_a d'a,l basIso v;atrso ; le.
Ci si aspetta allora che il fascio si suddivida a seconda dei \Talon di ,u:.d.n a frett}c))r;o&i
Papparato di Stern-Gerlach SG “misura” la componente z di S a meno di un fa

rzionalita. ) .
pmp(()lli atomi del forno sono orientati a caso; non ¢’ direzio.ne pr.eferenzla.le per | irlinﬁj
zione di p. Se Pelettrone fosse come un oggetto rotarfte cIassu:o,_c:l aspetteéem?o c ettu c;
valori di p compresi tra |p| e —|1t| fossero rea.lizza_tl. Q.u.esto ci porterebbe a asipeﬁ ar
una distribuzione continua di fasci emergente dal dispositive di SG, come mostra la gura
+1.2a

Invece quello che osserviamo sperimentalmente & pii s-imile. a_xlla sit:la.mone della ﬁgufﬁ&
1.2b. In altre parole, il dispositivo di SG suddivide il fascio ?r_lgmale d a1:gent? provenien e
dal forno in due distinte componenti, fenomeno cui, agli inlzzl dt?lla. tecina dei c%ua.nt..l;ia si
riferiva in termini di “quantizzazione spaziale”. Nei limiti in cui p¢ pud essere 1rilent.1I c:;to
con lo spin S dell’elettrone, a meno di un fattore di propctz:zmnal.lta: si osserva che s?go, 11(;
valori della componente di S sono possibili, S, su e S, gitt che mdlch_eremo S.+e ;1—. :
due possibili valori di S; sono multipli di una unitd fondamentale di momento angolare;

-
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Schermo Schermo

(2)

FIGURA 1.2. Tascio emergente da un dispositivo SG: (a)

(b)

¢ la predizione della fsica classica, mentre (v)
¢ quanto effettivamente si osserva.

numericamente risulta che S, = %/2 e —%/2 dove

b = 1.0546 x 10™* erg-s

‘ 1.1.3
=6.5822 x 10 %y ( )

Questa ”quantizzazione” del momento angolare di spin dell’elettrone & il primo aspetto
importante che deduciamo dall’esperimento di Stern e Gerlach.

Naturalmente non ¢’ nulla di sacro nella direzione sopra-sotto dell’asse z. Avremmo
potuto applicare un campo inomogeneo nella direzione orizzontale, diciamo nella direzione
dell’asse z, con il fascio che avanza nella direzione y. In questo modo avremmo potuto
separare il fascio proveniente dal forno nella componente S;+ e S,—.

Consideriamo ora un esperimento di Stern-Gerlach sequenziale. Si fa

attraverso due o pitt dispositivi SG in successione. La prima combinazion
& relativamente semplice. Sottoponiamo il fascio proveniente dal forno all’azione di vari
dispositivi secondo lo schema di figura 1.3a dove SG% sta per un dispositivo con il campo
magnetico inomogeneo nella direzione z come al solito. Quindi blocchiamo la componente

passare il fascio
e da considerare

Szproveniente dal primo dispositivo SG% e lasciamo che la restante componente S+ sia
sottoposta ad un aliro dispositivo SGZ.

Questa volta una sola componente del fascio proviene dal secondo di

spositivo, proprio la
componente S,

+. Questo forse non & sorprendente; dopo tutto se gli spin degli atomi sono
su, cisi pud aspettare che restino tali, in mancanza di un qualsiasi campo esterno che ruoti
gli spin tra il primo ed il secondo dispositivo SG3. .

Un po’ pilt interessante & la combinazione mostrata nella figura 1.3b. Qui il primo

dispositivo SG & lo stesso di prima, ma il secondo (SG%) ha un campo magnetico inomo-

5
13 L'espcrim_emo di Stern-Gerlach
Comp. S+ Comp. S,
Forno SGz [Za sG: | _ . Comp. nulla §,-
Cémp. S,-
(a)
Fascio S+ Fascio S,
Forno SGz —__@ SGx Fascio S,
Fascio §,-
(b)
05, Fascio S .
i d - Fascio §,+
Formo |— sGi @ SGx _@ SGz | Fascio S,-
Fascio S,- Fascio S,-
(c}

FIGURA 1.8. Esperimento di Stern—-Gerlach sequensziale.

geneo nella direzione z. I fascio S;+ che entra nel secondo dié;.)ositiv.ol\é cga. suddwl.so
in due componenti, una componente S, ed una Sz.— con uguali n.xtensxta. ome pi)-sst;z
mo spiegare questo? Significa forse che il 50% degh‘ ator;n _nel fascio S:_+ cfro;ex:e; elntg-e
primo dispositivo SG% sono fatti di atomi caratterizzati sia da .5',,+.s-1a a S i
il rimanente 50% ha entrambi S.+ e S.—? Si trova che questa descrizione incontra de
i a i trera pitt avanti. .
difﬁcglsisizz‘ieaz;n 1?:11& teria fase la combinazione mostrata m figura 1.3c, che 1111.15.tra r.ml
modo piit clamoroso la peculiaritad dei sistemi qua.nto—meccan_icx. (.':2.1..1esta vol’fa agggflglgt
mo alla combinazione mostrata dalla figura 1.3b un terzo d1spos;t1-vo del tipo . . i
osserva sperimentalmente che due componenti emergono dal terzo dispositivo, non ur:ga., si
vede che i fasci emergenti hanno entrambi una componente S,-!—.e una :fompt?nent.e.. -
Questa & una totale sorpresa perché dopo che gli atomi sono usciti dal pnmcz‘dlspo.sn.,:vo ci
siamo assicurati che la componente S, — fosse completamente blc-)cc‘ata. Cor.n & po_smblle C.hs
la componente S.—, che pensavamo di aver completamen_te ell-n_nna.t? prima, I'ICOI]I;EIEJB..
Il modello secondo cui gli atomi che entrano nel terzo dlSp.DSIl'.NO si immagina a 1.am3
entrambe le componenti S;+ e S;+ & chiaramente inso.ddtlsfacente. Questo eserapio &
+ spesso usato per illustrare il fatto che in meccanica quantistica non possiamo deter{mnare
simultaneamente Sz e Sy. Pill precisamente possiamo dire che la s l_fafsgg_.gz_
da parte del secondo dispositivo (SG‘J"c) diﬁ_t‘r‘ggge_qu recedente ir eS|
E divertente paragonare questa situazione con quella’di una trottola in meccanical
classica, dove il momento angolare

| P e

To T (1.1.4)

; - -
Pud essere misurato determinando le componenti del vettore velocn:a angolare w. Osser
vando quanto velocemente l'oggetto ruota, ¢ in qualé direzione, possiamo determinare w,,
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. /\ Nessun fascio

—— =

Filtro x Filtro vy
(a)

100%

Filtro x Filtro x' Filtro vy
(45°).

FIGURA 1.4. Tasci luminosi softoposti all’azione di filtr} Polaroid,

Wy € w; contemnporaneamente. Tl momento di inerzia I & cal
sitd di massa e la forma della trottola e quindi non si ha nes
e L, in questa situazione classica.

Occorre capire bene che la limitazione che abbiamo trovato nel de
non & dovuta all'incompetenza dello sperimentatore. Migliorando le tecniche sp
non possiamo fare sparire la componente S,— all’uscita dal t
L.3c. Le peculiarietd della meccanica quantistica sono impost
limite & infatti inerente aj fenomeni microscopici.

-Analogia con la polarizzazione della luce

Poiché questa situazione sembra insolita
ci & familiare pud risultare utile a questo punto. A questo scopo faremo una d
sulla polarizzazione delle onde luminose.

Si consideri la propagazione di un’onda luminosa
direzione z. La luce polarizzata linearmente (
polarizzazione nella direzione z, che per brevit
con dipendenza, spazio-temporale che oscilla nella direzione z

E = EgRcos(kz — wt)

In modo simile possiamo considerare una luce y

-polarizzata che si propaga nella
dell’asse z

E = Eyy cos(kz — wt)

amentali

Nessurta
luce

colabile se conosciamo la den-
suna difficolta a specificare I,

terminare S, e S,

erimentali

erzo dispositivo nella figura
e dall’esperimento stesso. Il

qualche analogia con una situazione classica che

igressione

polarizzata che si propaga nella
o polarizzata in un piano) con vettore di
a chiameremo z-polarizzata, ha un campo

(1.1.5)

direzione

(1.1.6)
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FIGURA 1.5. Orientazione degli assi z' ¢ y'.

T fasci di luce polarizzata del tipo (1.1.5) oppure (1.1.8) possono essere otte.nutl facendo
passare un fascio di luce non polarizzata attraverso un F}ltro- Polaroid. Chaamere_mo z-
filtro un filtro che seleziona sclo fasci polarizzati nella direzione . .Un. z-filtro dl‘venta.
naturalmente un y-filtré quando viene ruotato di 90° attorno alla direzione [z) E beln
noto che quando lasciamo che un fascio di luce attraversi un z-filtro e successivamente lo
lasciamo incidere su un y-filtro, nessun fascio luminoso ne esce a patto, naturalmente, che
si abbia a che fare con Polaroid efficienti al 100%; si veda la figura 1.4a.. .

La situazione & anche pifi interessante se inseriamo tra l’z—ﬁltr-o e l’y-ﬁltr? ancora
un altfo Polaroid che seleziona solo un fascio polarizzato nella dir_‘emone, ch.e chlamlamcf
direzione z/, e che forma un angolo di 45° con la direzione dell’asse z nel piano-zy; vedi
figura 1.4b. Questa volta un fascio di luce esce fuori dall’ y-filtro _nono_stante, subx:ﬁo d-opo
essere uscito dall’z-filtro, non avesse alcuna componente di polzfrlzzazllone ne!la direzione
y. In altre parole una volta che interviene 'z"-filtro e seleziona il fascio polarizzato lungo
=, & irrilevante il fatto che il fascio fosse prima polarizzato Iur}go & , )

La selezione da parte del secondo Polaroid del fascio polarizzato lungo z a.n,]:ml]a.‘ogm

« precedente mformazione sulla polarizzazione della luce. Si noti che questa- s1t-ua.zlo.n'e & del
tutto simile alla situazione che abbiamo precedentemente incontrato con il dispositive SG
della figura 1.3b, purché si stabilisca la seguente corrispondenza:

atomi S.+ + luce polarizzata lungo z,1 (1.1.7)
atomi S, « luce polarizzata lungo ', ¢’

dove gli assi ' ¢ 3 sono orientati come nella figura 1.5.
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Esaminiamo come possiamo descrivere in modo quantitativo il comportamento di fasci di

luce polarizzati a 45° (fasci polarizzati lungo z' e y') secondo lo schema della elettrodi-
namica classica. Usando la figura 1.5 otteniameo

1 1
Epx’ cos(kz — wt) = Ey [—-—:’c cos(kz — wt) + —=Fcos(kz — wt)] , ‘
V2 V2 (1.1.8) |

V2 V3

Nella combinazione con il filtro triplo della figura 1.4.b il fascio che esce dal primo Polaroid
& un fascio polarizzato lungo %, che pud esser visto come una combinazione lineare di un
fascio polarizzato lungo 2’ e di un fasco polarizzato lungo y'. Il secondo Polaroid seleziona
il fascio polarizzato lungo =’ che pud essere a sua volta considerato come una combinazione
lineare di un fascio polarizzato lungo z e di uno polarizzato lungo . Infine il terzo Polaroid
seleziona la componente polarizzata lungo y. :

L’uso della corrispondenza (1.1.7) tra Uesperimento di Stern-Gerlach sequenziale della
figura 1.3c e lesperimento del filtro triplo della figura 1.4b suggerisce che si potrebbe
rappresentare lo stato di spin di un atomo di argento con una sorta di vettore in un nuovo
'spazio vettoriale bidimensionale, uno spazio vettoriale astratto da non confondersi con lo
spazio bidimensionale ordinario (z,v). Proprio come % e § in (1.1.8) costituiscono una
base di vettori usata per decomporre il vettore di polarizzazione %’ della luce polarizzata
lungo %’ & ragionevole rappresentare lo stato Sz+ con un vettore, che chiameremo un ket
secondo la notazione di Dirac che sard esaurientemente sviluppata nel prossimo paragrafo.
Indicheremo questo vettore con |S,;+) e lo scriveremo come una combinazione di due
vettori di base [S;;+) e [S;;—) che corrispondono rispettivamente agli stati S.+ e §,—.
Possiamo quindi fare la seguente congettura

) 1
Eo¥' cos(kz — wt) = E, [--—J‘c cos(kz — wi) + i3‘((:05(}'cz - wt}} .

a1 11215250 + o152 -) (1.1.9)
S0 —) % — %ISE;H + %isz;—) (1.1.96)

in analogia con (1.1.8). Nel seguito mostreremo come ottenere queste espressioni usando |
il formalismo generale della meccanica quantistica. i

Cosl la componente non bloccata che esce dal secondo dispositivo (SG%)della figura
1.3¢ deve essere considerata come una sovrapposizione di S:+ e S.— nel senso di (1.1.9a).
o per questa ragione che due componenti emergono dal terzo dispositivo (SGz)
La domanda, che ci riguarda immediatamente, &: come possiamo rappresentare gli stati
Sy+? Argomenti di simmetria suggeriscono che se osserviamo un fascio S,4 che avanza
nella direzione z e lo facciamo passare per un dispositivo SG¥, la situazione risultante
& assai simile a quella in cui un fascio §:2, che procede nella direzione y, attraversa un
dispositivo SG%. 1 ket per Sy dovrebbero essere allora visti come una combinazione
lineare di |S;; ), ma notiamo dalla (1.1.9) che abbiamo gia esaurito le possibilita a nostra
disposizione nello scrivere |8z; ). Come pud il nostro formalismo di spazio vetioriale
distinguere gli stati S,+ dagli stati S,-= ?
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Una analogia con la luce polarizzata ci salva di.nuovo. Questa volta‘conmderl?iumo
un fascio di luce polarizzato circolarmente, che possiamo ottenere facendo ‘passare luce
polarizzata linearmente attraverso una lamina a quarto d’onda. Quando \.lcaciua.modz.)assare
questa luce polarizzata circolarmente attraverso un z-filtro o un y-ﬁltro' otten.la:mo i nuovo
un fascio di luce polarizzata lungo z o polarizzata lungo y dll uguale intensita. Elpp_ure 51
sa che la luce polarizzata circolarmenfte & <:lorr-1p1e1;anllente d};ersa. da quella polarizzata
i | ° (polarizzata lungo z’ o polarizzata lungo y').
llnealé}r::ri:er:piies{eitiamo matemiticamente la luce polarizzata circolarrflent.e? fo. luce
polarizzata circolarmente a destra (o destrogira) non ¢ altro che g c?mb'ma.zmm]e lmeare:
di luce polarizzata lungo = e di luce polarizzat\a lungo y.dm;e ]:OSCT]..la.Zlﬁne de ca.m'ic
elettrico per la componente polarizzata lungo y ¢ sfasata di 90° rispetto alla componente
polarizzata lungo z: *

- Ly 4 (1.1.10)
E = Ey[—=%cos(kz — wt) + —=F cos(kz — wt + )] 1.
0[\/5 ( V2 2
1 pitt elegante usare la notazione complessa introducendo € come segue

Re(¢) = E. (1.1.11)

Per la luce polarizzata circolarmente possiamo scrivere

1. T . i(ke—

— | g ilkz—wt) | _* &5 ilks wt)} (1_1_12)

€= Xe . ye

[\/5 V2

: s id |2
dove abbiamo usato 1 = &"™/2,

Possiamo allora stabilire la seguente analogia con lo spin degli atomi d’argento:

atomo Sy « fascio destrogiro (1.1.13)
atomo S, — « fascio levogiro

Applicando questa analogia a (1.1.12) vediamo che, se & possibile rel}dere.compl'essi i
precedenti vettori ket di base, non si incontra alcuna difficoltd nell’inserire gli atomi Sy,
nel nostro formalismo di spazi vettoriali

ERCREIFRLALER
73 V2
I espressione che & naturalmente diversa da (1.1.9). Vediamo cosi che ‘lo spa.zio.bldlmensmna.-
le necessario per descrivere gli atomi d’argento deve essere uno spazio \.rettorlale'compleﬁsoz
un vettore arbitrario in questo spazio si scrive come combinazione lineare dei vettori di
base [S.;+) con coefficienti in generale complessi. L un fatto r%otevole_che, da q_uesto
esempio elementare, risulti chiaramente la necessitd di introdurre i numeri complessi.

| “\Sy;:t>; (1.1.14)

PP, A . finisione di ce levagira ¢ de-
Sfortunatzmente non ¢'d aleuna unaniminith nella letteratura sulla definizione di luce levoy
strogirn




- Spazio dei ket
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11 lettore deve aver notato sin d’ora che abbiamo evitato deliberatamente di parlare
di fotoni. In altre parole abbiamo completamente ignorato ’aspetto quantistico della luce;
non abbiamo mai fatto riferimento agli stati di polarizzazione dei singoli fotoni. L’analogia
che abbiamo sviluppato & tra i ket in uno spazio vettoriale astratto che descrivono gli stati
di spin dei singoli atomi e i vettori di polarizzazione del campo eletiromagnetico classico.
Effettivamente avremmo potuto rendere l'analogia anche pit stringente introducendo il
concetto di fotone e parlando della probability di trovare un fotone polarizzato circolar-
mente in uno stato polarizzato linearmente e cosi via; tuttavia non se ne riscontra qui
la necessitd. Anche senza far questo abbiamo gid raggiunto lo scopo principale di questo |
paragrafo che & di introdurre 1'idea che gli stati dei sistemi quanto-meccanici debbono |
essere rappresentati da vettori in spazi vettoriali astratti complessi.®

12 KET, BRA E OPERATORI

Nel paragrafo precedente abbiamo esaminato come I'analisi dell’
Gerlach ci porti a considerare uno spazio vettoriale complesso. In questo paragrafo e
nel successivo diamo la formulazione matematica di base degli spazi vettoriali come viene
usata nella meccanica quantistica. La nostra notazione in tutto questo libro & quella dei
bra e dei ket sviluppata da P. A. M. Dirac.

La teoria degli spazi vettoriali lineari era,
naturalmente, ben nota ai matematic| prima della nascita della meccanica quantistica, ma
il modo di Dirac di introdurre gli spazi vett,

oriali ha molti vantaggi, soprattutto dal punto
di vista del fisico.

esperimento di Stern-

Consideriamo uno spasio vettoriale complesso la cui dimensionality & specificata dalla |
natura del sistema fisico in considerazione. Hgglj_ggpepjmenti,_dei,tipo_di_St_em:Qe;ﬁch
dove il solo grado di liberta quanto meccanico &lo.spin diun atomo la dimensione & deter-
minata dal numero di traiettorie alternative che un alomo pud seguire dopo esser sato
attraverso un_dispositivo.SG; nel caso degli atomi %

|

di argento del precedente paragrafo la
dimensione & due e corrisponde ai due possibili valori che S: pud assumere,t Nel para-

11 lettore che & interessato a cogliere 1 concetti basilari della

meceanica quantistica attraverso uno
studio della polarizzazione del fotone pud trovare il capitolo 1 di Baym (IDGQ) estremamente illuminante,
'l' Per molti sistemi fisici la dimensione dello spazio degli stati & numerabilmente infinita. Mentre di
solito ci riferiamo ad uno spazio di ket di dimensione finita, N, i risultati valgono anche per dimensioni
infinite ma numerabili.
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grafo 1.6 consideriamo il caso di spettri continui, per eser-npio la p.osiz‘io_ne (?oordina.ta.)
o la quantita di moto di una particella, dove il numero di alternative & ln_ﬁmtf) ma non
numerabile; in questo caso lo spazio vettoriale in questione & noto con}e_spam_c_)_hq_l_g;l}?ertﬁ
da D. Hilbert che ha studiato gli spazi vettoriali di dimensione infinita.

In meccanica quantistica uno stato fisico, per esempio un atomo di arg_ento con una
orientaziréﬁ?@nita dello spin, & rappresentato da un vettore di stato in uno spazio
v:m@e_sggﬁ. Seguendg Dirac chiamiamo questo ve'ttore un ke.t e lo mdlchxa:mo
‘con‘ja Si postula che questo ket di stato contenga tutie le informazioni sullo stato fisico;

" tutto quello che possiamo chiedere sullo stato & contentito nel ket. Due ket possono essere
sommat

) +18) = |7)

La somma |7} & un altro ket. Se moltiplichiamo |e) per un numero.complesso ¢, il_p_rodott?
risultante c|a) & un altro-ket. Il numero e pud stare.a destra o.a sinistra.del ket;-non.v’e. |
alcuna differenza.

(1.2.1)

cla) = |aje

(1.2.2) /]

Nel caso particolare.iﬁ- cui-e-&- zero,-si-'dic‘el‘.che il ket risultante & un ket nullo. ‘
. Uno_dei-postulati. & che |a) e ¢|o) rappresentano lo stesso stato fisico, In altre parole ‘
|

solo la direzione nello spazio E[éEli__statjhg__s‘igrpjﬁcaﬁ:,'wa. I matematici preferiscono dire che
stiamo trattando ragéi ;;iﬁ'tt".asfo che vettori.

Una osserva‘;ifejcome una componente della quantita di moto e dello spin, pud essere
rappreseﬁtata da un operatore A nello spazio in.questione. In generale un operatore agisce
su un ket da sinistra i

A~ (|e)) = Alo) (123)|

dando origine ad un altro vettore. Operazioni di moltiplicazione saranno discusse nel
seguito. o )
In generale A|a) non & il prodotto di una costante per |a). Tutfavia ci sono dei ket
particolarmente importanti noti come autoket dell’operatore A, che si indicano con
|a), |a"), @), ... (1.2.4)
con la proprieta
Ala"y = d|a"), Ala") = "|a") (1.2.5)

sono semplicemente numeri. Si noti che I'applicazione di_ A ad un au-
toket riproduce lo stesso ket a parte un fattore moltiplicative. L’insieme_di_numeri
{al,a”, o™, Y, indicato_in_mox o-piticompatto_con {a'}, & chiamato Linsieme degli au-
tovalori dell'operatore A. Quando diventa necessario ordinare gli autovalori in un modo
specifico la notazione {a1),al®,al®) ..} pud essere usata al posto di {a,a",a",...}.

Lo stato fisico corrispondente ad un autoket & chiamato un autostato. Nel caso pil

semplice dei sistemi di spin § Ta Telazione (1.2.5) & espressa da

dove a',a", ...

] A

SiSa4) = 31+ S1Si-) = —2is.E)

B3|

(1.2.6)
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