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CORPORVM SPHAEROIDICORVM ELLIPTI

CORVM HOMOGENEORVM
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CAROLO FRIDERICO GAVSS.

SOCIET. REG. SCIENT. TRADITA 18 MART. 1813.

?

1 .

Satis quidem conftat, problema de attractione corporis fphae

roidici elliptici homogenei in punctum quoduis exacte determi.

nanda ad quaeftiones difficillimas alironomiae phyficae referri , plu .

resque geometras, inde a Newtoni temporibus , acriter iteratisque

vicibus illi incubuiſſe. Primo quidem , inueſtigatione ad fphaeroi

dein per reuolutionem ſemiellipfis circa alterutrum axem ortam re

ftricta , ipſe ſummus Newton attractionem quam patitur punctum

in axi situm inuenire docuit , simulque nexum inter attractiones,

quas patiuntur puncta intra ſphaeroidem in eadem diametro fita,

allignauit ( Princip . Lib . I. Prop. XCI. ). Dein fagax Mac Laurin , lyn

thefi perelegante vſus , attractionem punctorun in fphaeroidis ſu

perficie vel in prolongatione plani aequatoris pofitorum determi

C. F. Gauſs, Theoria Attract. Corp. Sphaer. Eu, hom . Tom . II. A . nauit,
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nauit , quo pacto fimul theoria attractionis punctorum intra fphae.

roidem fuorum , quae per Newtoni theorema ad attractionem pun

ctorum in ſuperficie facile referebatur, complete abſoluta erat (De

cauſſa phyfica fluxus et refluxus maris , in Recueil des pieces qui

ont remporté les prix de l'acad. roi. des fc. T. IV ; Treatiſe of flu

xions B. I. Ch . 14) . Quae Mac Laurin per ſyntheſin enucleauerat ,

poftea per analyfin (cui antea huiusmodi quaeſtiones inacceſſibiles

viſae erant) haud minus eleganter eruere docuit ill . Lågrange, at.

que fic viam ad vlteriores progreffus patefecil (Nouv.Mein. de l'Acad.

de Berlin 1773). Scilicet adhüc defiderabatur attractio punctorum

extra fphaeroidem neque vero in axis nec in aequatoris prolonga

tione fitorum enodanda , quam dificillimam problematis partem

abfoluere contigit ill . Legendre ( Recherches ſur l'attraction des ſphe

roides homogènes, Memoires préſentés à l'acad. roi. des ſc. T. X.)

Disquifitionem generaliſimam de attractione ſphaeroidum

non per reuolutionem ortarum , ' ſed quarum ſectiones cum quoli

bet plano ſunt ellipſes , iamiam inchoquerat Mac Laurin , ſed ſubſii.

terat in attractione punctorum in aliquo trium axium pofitorum .

Theorema principale , cui ſolutio problematis generalillima prae

ſertim innititur , per inductionem quidem iam coniectauerat ill .

Legendre in commentatione modo laudata , ſed ill . Laplace primo

ſucceſlit, omnia rigoroſe demonftrare atque fic folutionem ab omni

parte perfectam reddere ( Hiſt. de l'acad. roi. des ſc. de Paris 1782 ;

eadem folutio repetila in operibus Tlieorie du mouvement et de la

figure elliptique des planetes, atque Mecanique celeſte Vol. 2. ),

Elegantiam ingeniique fubtilitatem in hac ill . Laplace ſolu .

tione eminentem nemo quidem non mirabitur: nihilominus tamen

ipſa ſubtilitas arsque admiranda , per quam arduas difficultates ſu .

perauit , geometris defiderium liquit ſolutionis fimplicioris , minus

intricatae magisque directae. Nec plane ſatisfecit huic defiderio ill .

Legendre per nouam theorematis principalis demonftrationem (Hiſt.

de



THEORIA ATTRACT. CORP. SPHAEROID . ELLIPT. HOMOG . 3

de l'acad, roi, des ſc. 1783 , Sur les intégrales doubles) , etiamfi ex

quiſita ars analytica omnium geometrarum ſuffragia merito tule.

rit *) . Poſtea clar. Biot folutionem alteram , alteram clar. Plana

fimpliciorem reddere conati ſunt (Mem . de l'inſtitut T. VI, Memo.

rie di maternatica e di fifica della ſocietà italiana T. XV ) : ſed fic

quoque vtramque folutionem ad intricatiffimas analyſeos applica.

tiones referendam efle , quisque facile concedet.

Gratam itaque analyftis atque aſtronomis fore ſperamus folu

tionem nouam problematis celebratillimi per viam plane diuerſam

procedentem , ét ni iallimur ea fimplicitate gaudentem , vt nihil

amplius defiderandum linquat.

Ipsa quidem folutio noſtra paucillimis pagellis continebitur.

Operae tamen pretium elle cenſemus, antequam ad ipfum problema,

cui haec commentatio dicata eſt , descendamus , quasdam disquifi

tiones praeliminares, quae in aliis quoque occafionibus opportune

applicari poterunt , aliquanto generalius exſequi, fufiusque expli.

care , quam inſtituti noliri ratio per le ſpectata poftularet,

2 .

Conſiderabimus generaliſſime corpus finitum figurae cuiuscun

que , a reliquo fpatio infinito per ſuperficiem vnam continuam vel

plures continuas interque ſe discretas ſeparatum ( fi forte corpus

cauitatem vnam pluresue includat) , quarum complexum fimplici

ter ſuperficiem corporis dicemus. Concipiatur haec ſuperficies in

infinita elementa ds diuiſa ; fit P punctum elementi ds, cuius coor

dinatae ad tria plana inter ſe perpendicularia relatae denotentur per

X, Y, Z

* ) De his duabus folationibus e . g. ita iudicat ill , Lagrange : On ne peut

regarder leurs folutions que comme des chefs - d'oeuvres d'analyſe , mais

on peut délirer encore une ſolution plus directe et plus ſimple ; et les pro.

grès continuels de l'analyſe donnent lieu de l'espérer. Nouv. Men , de

l'acad . de Berlin 1793. p. 263.

A 2



4
CAROL. FRID. GAVSS

X , Y , Z. Sint PX, PY, PZ rectae axibus coordinatarum resp. pa .

rallelae , atque in plagas eas directae , verſus quas coordinatae in

crementa pofitiua capere fupponuntur, porro fit PQ ſuperficiei nor

malis extrorſumque directa. Sit M punctum attractum vbicunque

libet fitum , ipfius coordinatae a, b, c, atque diftantia PM ( ſemper

poftiue accipienda) = r . Angulos quos facit recta PM cum PX,

PY ,PZ denotabimus per MX, MY, MZ, angulosque inter PQ atque

PX, PY, PZ , PM per qx, QY, yz, QM. Haec omnia ad puncta

ſuperficiei indefinite referuntur: quoties de pluribus punctis ſuper

ficiei determinatis agendum erit , iisdem characteribus accentibus

diftinctis vtemur.

3 .

Concipiatur planum axi coordinatarum o normale , ita tamen,

vt fi ipfius aequatio exhibeatur per x = a , a fit minor quam valor

minimus coordinatae æ in ſuperficie corporis. Corpus in hoc pla.

num proiectum figuram finitam ibi deſignabit, quam in elementa

infinita de dispertitam ſupponemus. In elementi de puncto II eri

gatur perpendiculum ( fiue axi coordinatarum x parallelum ) , quod

fecet corpus in punctis P ', P " , P "" etc.: horum punctorum multi

tudo manifefto erit par. Erigantur etiam perpendicula ad planum

in fingulis punctis circumferentiae elementi d2 , quae formabunt

ſuperficiem cylindricam ſenſu - latiori , atque e ſuperficie corporis

elementa ds', ds" , ds'hi etc. reſcindent. Elementum d erit proie.

ctio fingulorum elementorum ds', ds' , dshus etc., vnde patet eſſe de

== ds'. corQX'= #ds".coſQX" = = ds" . corpx"" etc., ligno

ſaperiori vel inferiori valente , prout cofinus anguli acuti vel ob.

tuli adeft. Quoniam vero manifeſto perpendiculum in p corpus

ingreditur , in Pó e corpore exit , in P!' rurſus intrat etc. , facile

perſpicitur , QX' obtufum elle , OX“ acutum , OX " " obtuſum etc.,

ita vt habeatur

de = - ds'.cor OX' = t. ds ". corQX " =- ds.cor QX" etc.

adeoque
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- > adeoque propter partium multitudinem parem

ds'. cor QX' + ds " . coſ QX " + ds ' . cor QX" + etc. = o.

Tractando eodem modo omnia reliqua elementa da , atque

ſummando, nancifcimur ,
.

THEOREMA PRIMVM .

Integrale ſ ds. coſ QX per totam corporis ſuperficiem exten

Jurn fit = o .

Generalius eodem modo inuenitur , integrale'

, ( T.cof qx + Ucor Qy + V cor OZ) ds

euaneſcere , fi T, U , V reſp. delignent functiones rationales ſolarum

y, z, ſolarum a, z, ſolarumque x, y.

.
4.

Quum volumina partium cylindri a plano noftro vsque ad

puncta P', P", pıl etc. reſp. fint = d . (x' — «) , d £. ( " — « ),

d . (x"" -- ce) etc. , pars voluminis corporis ea , quae intra cylin

drum fita eft, erit

= -x'de +xd 2 " da + etc.

= ds '. x' coſ Ox' + ds“ .x" coſ QX " + ds.x"' corpx" + etc.
xion

vnde fummando pro omnibus d obtinemus ·

THEOREMA SECVNDVM.

Volumen integrum corporis exprimitur per integrale ſds.x cofpx

per totam ſuperficiem extenſum .

Manifeſto idem volumen etiam per ſds.y coſ QY vel per

ſas. z col QZ exprimere licebit .

1

5.

Concipiatur iam primo cylinder tótus materia vniformiter

denſa repletus , videamusque quantam fingula eius elementa attra

crionem in punctum M exerceant, Diuidatur cylinder per plana

infinite

!
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infinite fibi proxima baſique parallela in cylindros elementares, qua

ljum vnus , ad punctum cuius coordinatae funt É, 9 , 3, per dE. DE

exprimi poterit. Huius diſtantia a puncto M erit

= v ( a - E ) 2 + (b - > ) + (0-3)2) = 9 , ri

vnde ipfius attractio in punctum M exhiberi poterit per d . d fp

denotante functione fe legem attractionis . Quare quum per

totum cylindrum fola . É tamquam variabilis ſpectanda fit , erit

gde= - (a -Edg , et proin attractio elementi =

eff.dg. de

(a- E)

Qua reſoluta in tres attractiones partiales axibus coordinatarum

2, y , z parallelas atque oppoſitas, prima erit = -fg. dg. d . Hinc

deſignando integrale ſ fg.dę per Fg, attractio cylindri a baſi dvs.

punctum cuius coordinata prima = & in punctum M ,ſecundum

axem coordinatarum & erit =- (F - Conft.) dE = - (Fe - FR )DE,

fi - R ſupponitur defignare diſiantiam bafis dE a puncto M. Hinc

ſequitur, eandem attractionem partialem omnium partium corporis,

quae intra cylindrum iacent, fieri

= ( Fr' - Fr" + Frill - etc. ) dΣ

= -Fr , ds'.corQX ' - Fr" .ds“ . cor QXW – Fremds!' .cofpx" -

que ad

etc.

Extendendo haec ratiocinia ad omnia elementa de , colligimus

THEOREMA TERTIVM.

Attractio corporis in punctum M , axi coordinatarum a paral

lela atque oppofita , exhibetur per integrale - Fr. ds. col QX per

totam fuperficiem extenfum .

Prorſus fimili modo manifeſto attractio ſecundum duas reliquas

directiones principales exprimetur per integralia -ſFr.ds. colpy,

| Fr. ds. col pz.

1

6.
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6.

Iam rem alia via aggrediemur
. Concipiatur

ſuperficies {phae

rica radio ai circa centrum M deſcripta , atque in elementa
infinite

parua dispertita
. Sit II punctum huius fuperficiei

ad ſpatiolum

de in eadem pertinens ; ducatur radius N1 [ ] , atque fi opus eft vltra

ſphaerae Tuperficiem
indefinite

producatur
. Sint P' , P" , pri etc.

puncta , in quibus hic radius ſuperficiem
corporis nofiri deinceps

fecat, excluſo tamen ipfo puncto M, fi forte in ipſa ſuperficie
iacet.

Horum itaque punctorum
multitudo

par erit vel impar, prout M

fitum eft extra ſoliditatem
corporis vel intra , patetque caſum vbi

M in ipſa corporis ſuperficie
iacet , annumerari

debere vel calui

priori vel poſteriori
, prout radius MII ab initio vel a corporis ſo

liditate recedit , vel eam intrat. Concipiantur
porro rectae a M ad

peripheríam
fpatioli de ductae , quae formabunt

ſuperficiem
coni

cam ( ſenſu latiori) , atque in ſuperficie
corporis nofiri ad puncia

P“, P " , pri etc. reſp. ſpariola ds “ , ds' , ds" etc. definient. Denique

deſcribantur
per puncta P , P " , pri etc. portiunculae

ſuperficierum

ſphaericarum
e centro M radiis MIP ' = r', MP:'==" ,MP' ' = pill.etc .;

fintque ſpatiola , quae conus ex illis exſecat, do', do '', do'' etc. Omnia

haec ſpatiola d£, ds', do' etc. tamquam
pofitiua

ſpectabimus
. His

praemiſfis
habemus

' do' doll -doul

d = etc.

Spatiolum dos conſiderari poteft tamquam proiectio fpatioli ds in pla

um , ' cui recta PM eſt normalis. Hinc erit do '= = ds '. cor Mo',

gno ſuperiori vel inferiori accepto , prout MQ acutus eſt vel obtu.

as : caſus prior locum habet, quoties recta a Plad M ducta a cor

ore recedit , i . e. quoties M iacet extra corpus, caſus pofterior vero,

uoties recta P'M in P' corpus intrat, i. e. quoties Miacet intra cor

as . Perinde erit dosadsii cormo",do" ==ds . colMQ" etc.

nde patet ,

I.



8
CAROL. FRID. GAVSS

I. Si M iaceat extra corpus , haberi

ds'. corMQ = + ror'da

ds.coſMQ" = - polpo

ds' ' , col Mgu = + pellgo

etc.

II. Si vero M iaceat intra corpus ,
fieri

ds' col Mo' = - 'm'da

ds" coſMg" = trupe de

ds' ' coſ MO ' ' = - pill pli da

etc.

In caſu I itaque erit (propter aequationum multitudinem parem)

ds ' . cor MQ ds''. col MQ" dsiri.co MO

+ + + etc. = 0

per totam

in caſu Il vero (propter aequationum multitudinem in parem)

dst.coſMO ds".cof.MOM ds.cofMQ''

+ + + etc. =

Tractando eodem modo omnia elementa d2, et ſummando, ad

ds. cofMę

laeuam manifeſto
habebimus

integrale

corporis ſuperficiem
extenſum , ad dextram vero in caſu priori o,

in poſteriori aream integram ſuperficiei
ſphaericaę

radio = i de

ſcriptae negatiue fumtam , i . e. - 470, denotante
a ſemicircumfe

.

rentiam circuli , cuius radius = 1 .

De caſu , vbi M in ipſa corporis ſuperficie collocatur, ſeor

Gim dicendum eft. Concipiatur planum tangens ſuperficiem corpo

ris in puncto M , quod ſuperficiem ſphaericam in duo hemiſphaes

ria aequalia dirimet , alterum ab eadem parte plani , a qua eſt ſoli

ditas corporis io M, alterum a parte oppofita. Reſpectu omnium

elementorum d£, quae ſunt in hemiſphaerio priori, punctum M con

fiderandum erit tamquam punctum internum , pro reliquis tam .

quam externum . Hinc patet , e fummatione omnium

ds'.
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+

ds.corMO ds" cof MQ " ds'l, colMga

+ + + etc.
r4 r1 ,

prodire tantummodo aream dimidiam fphaerae negatiue ſumendam .

Ita ftabilimus

THEOREMA QVARTVM .

pas cofMO .... I

Integrale
per totam corporis ſuperficiem ext ;

Eenſum fit vel =0 , vel = -996 , vel = -49, proutM iacet extra

orpus , vel in eius ſuperficie , vel intra corpus.

Ceterum per eadem ratiocinia demonftratur, generaliter intea

Pds. col

rale
in caſu primo euaneſcere , fi P denotet fun

ionem quamcunque rationalem quantitatum cof-MX , cofMY,

MZ.

Spis

1

Volumen ſpatii conici a vertice vsque ad punctum P ', P ', PH etc.

p. eft = tfr do', fr!!do" ,froh dood etc., fiue==frds.corMQ ',

fruids" . col.MQ , 3 findsu . cofMQq.etc., fignis fuperio

us vel inferioribus valentibus , prout M iacet extra vel intra cor ,

s . In caſu priori autem partem foliditatis corporis conftituunt

tes coni a Pr vsque ad P " , a P!" vsque ad plv etc. , in pofteriori

o partes coni a M vsque ad P', a P ' vsque ad P. etc. In vtro

e igitur caſu pars corporis ea, quae iacet intra conum bali din

entem , fit : rol,

-} (rds' . coſMQ + pods". cormp" + pilds" .cofm @utetc.)

ctando eodem modo cuncta elementa da , et ſummando,

inemus

21,9 i

F. Gauſs, Theoria Attract. Corp. Sphaer. Ell, hom. Tom.II.
B THEO.
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THEOREMA QVINTVM.

Volumen corporis integri aequale eſt integrali– 5 rds.cofMQ

per totain corporis fuperficiem extenfo. smst.cootal.Bush ?

eric si in

kiii! Saati : T

Iam fupponamus, corpus eſſe vniformiter denſum ,fingulaque

eius elementa exercereattractionein in punctum M alicui- functioni

diftantiae proportionalem , ita vt denotante o diſtantiam elementi a

puncto attracto , attractio exprimatur per elementi volumen in fe

Concipiatur primo conus poſter baſi de infiftens totus materia ple

nus , atque per ſuperficies ſphaericas infinite fibi proximas e centro

M'defcriptas in elementa infinita dispertitus. Tale elementum,

ad fphaeram cuius radius = $ , exprimetur per gedg . de, adeoque

yis qua agit in M, per desgfe. dg. Denotando itaque integrale

Seefe. dg per og , patet d . ( 09--00) exprimere attractionem par

tis coni a vertice vsque ad diftantiam in punctum M , fiue gene

raliter de ( ºg) attractionem coni inter diftantias a vertice

get el. Ab omnibus itaque partibus corporis noftri intra conum

iacentibus attrahetur punctum M in directione MII vi,'quae ex

primitur per 24,6*33

det0r + Ørllo Drill ta etc. ) .

quoties M iaçet extra corpus, vel per I ,

d ( pot Dr! -- " + Prou etc.)

quoties M. iacet:intra corpus, fiues -

in cafu priori per

: .ds . Þri. côfMQ'_ds": Br". corMQ" _asiw.pri.cof
MQ"ds

pollain

2

etc.

in caſu pofteriori vero per eandem formulam adiecta parte

dΣ, Φο.

Multipli
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-S

Multiplicando hanc expreffionem per cofMX, habebimus vim ,

qua partes corporis intra conum fitae attrahunt punctum in dire:

ctione axi coordinatarum x parallela atque oppofita. Hinc vis, qua

corpus integrum agit in eadeni directione, exprimetur per integrale

ds. Ør. cofMQ: cosMX

per totam corporis ſuperficiem ex .

tenſum , fiquidem punctum attractum iacet extra corpus , ſed ad

iicere adhuc oportet integrale 00.ſ de col MX per totam ſa

perficiem ſphaericam extenſum , quoties M iacet intra corpus. Nullo

porro negotio perſpicitur, in caſu eo vbi M iaceat in corporis ſuper

ficie, adiiciendum quidem eſe idem integrale -- Do. SaecoſMX,

ſed per dimidiam tantummodo fphaerae ſuperficiem extenſum ,

et quidem per hemisphaerium id, quod definitur plano corporis ſu .

perficiem in Mtangente atque ab eadem plani parte iacet , a qua elt

foliditas corporis in puncto M. Vt valorem huius integralis de

terminemus, concipiamus folidum intra hemisphaerium iftud atque

planum iecluſum.
. Denotet Q.indefinite angulum inter rectam ſa

perficiei huius folidi normalem extrorfumque directam atque re.

tam axi coordinatarum x parallelam. Hinc per Theorema Primum

ntegrale ſ ds..colo per totain ſolidi ſuperficiem extenſum euaneſcit,

-nde fi integrale per ſolam partem planam ſuperficiei extenſum

apponitur = J, integrale per ſuperficiei partem curuam debebit

Ne = - J. Sed in parte curua ds conuenit cum noftro de , 8 vero

t = 180 ° - MX. Hinc patet , inlegrale
Hinc patet , integrale - 102. col MX , per

emisphaerium extenſum fieri = - J. In parte plana autem ſuper

ciei manifeſto A efi conſtans, atque aequalis valori ipfius MX in

uncto M , vnde J aequalis erit producto cofinus huiusce anguli in

eam plani , quae fit = m . Hinc colligitur , integrale - Do. Jag .

[ MX , per hemisphaerium quod ſupra definiuimus extenſum ,

ri = -npo. colMX, ſumto proMX valore in puncto M. Pror

eodem modo valor integralis Doſde. cos MX per
hemis.

Be phaerium
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phaerium alterum extenſum inuenitur = + Too. cof MX , vnde

integrale per totam ſphaeram fit = 0. Ex his omnibus colligimus

THEOREMA SEXTVM .

Attractio corporis in punctum M, axi coordinatarum z paral.

lela et oppofita , exhibetur per integrale

ds. Or. cof MQ. colMX

- ds.pr. rr

per totam fuperficiem extenſum , fiue M iaceat extra corpus , fiue

intra , ſed adiecta parte a Qo. col MX, quoties Miacet in ipfa

ſuperficie , vbi pro MX accipiendus eſt valor definitus, quem ha

bet in M.

Manifeſto vires fecundum directiones axibas coordinatarum

y , z parallelas atque oppofitas perinde exprimentur per integralia

ds. Or. cofMQ. cof MY ds. Or.coſMQ. cof MZ

-S " -S

rr

quibus adiicere oportet a Qo, coſ MY, - 1 Do. cor MZ (ſum

tis pro angulis valoribus definitis in M) , quoties M iacet in cor

poris ſuperficie.

Ceterum facile perfpicitur, tres vires – Đo. Cof My ,

a po. coſ MY - Qo. cof MZ aequiualere vnicae = π Φο

ipfi fuperficiei normali introrſumque directa

Manifefto euolutione integralis Do.ſ de cor MX fuper

ſedere potuiffemus, fi functio f ita comparata eft, vt liceat ftatuere

Do = 0 ; fed maluimus disquifitionem omni generalitatë perſequi.

Quoties autem attractio cubo altiorine poteftati diftantiae
propor

tionalis fupponitur, patet , illud non licere, fed neceffario fieri

po = -00 , vnde fequitur, in tali ſuppofitione punctum in cor

poris ſuperficie pofitum vi infinita verſus folidum premi,

9.
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9.

Per methodos hactenus explicatas integralia , quae per totam

orporis volumen extendi debuiſſent ( integralia tripla) , ad talia re

uximus , quae tantummodo per corporis ſuperficiem funt exten

enda , et quidem duplici modo. Indoles fuperficiei exprimitur per

equationem inter coordinatas uc, y , z , i. e. per aequationem W= 0; '

enotante Wfunctionem variabilium x , y , z , quam ab omni irratio .

alitate liberam ſupponere licet. Prodeat e differentiatione fun .

ionis W

W = Tdx + Udy + Vdz

nftatque, T , U , V reſp. proportionales eſe cofinibus angulorum

tae, quae ſuperficiei normalis eft , cum rectis axibus coordinata.

m x, y,zparallélis, i. e. angulorum qx, Qy, qz. Hinc quidem

Iligitur, elle

+ T

col Qx = r (TT + UU + VV)

)
IU

col QY= V ( TT + UU + VV )

+ V

coſ qz = (TT + UU + VV)

ambiguum manet , ytrum figna fuperiora, an inferiora adoptare

rteat. Quod vt decidamus, capiamus in recta P Q ſuperficiei

normali extrorfumque directá punctum Pipli P infinite proxi.

n , fitque diftantia PP' = dw. Erunt itaque coordinatae puncti

eſp.

jc + dw . coś OX = + dx

y + dw, col QY = y + dy

z + dw. col QZ = zt dz

que incrementum valoris functionis W inde a puncto P (vbi '

co) vsque ad punctum P

dw
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= dw . (T coſ Qx + U cof QY + V cor Qz)

= dw. V ( TT + UU + VV )

Hinc patet , ligna ſuperiora valere , fi recedendo a corporis ſolidi

tate functio W nanciſcitur valorem pofitiuum , et proin negatiuum

ingrediendo corporis ſoliditateni , contra figna inferiora, valere in

caſu oppofito. Reuera quum ſuperficies noftra tum corporis folidi-,

tatem a reliquo fpatio vacuo ſeparet, tum ſpatii partes eas vbi W

pofitiuum valorem obtinet , ab șis vbi valor functionis W. fit nega

tiuus , generaliter loquendo vel extra corpus valor functionis W po

fitiuus erit , intra negatiuus , in quo caſu ligna ſuperiora accipienda

erunt , vel functio W negatiua erit extra , pofitiua intra corpus, in

quo cafu figna inferiora valebunt.

Cofinus angulorum reliquorum , quibus in formulis noftris

opus habemus , adhuc facilius euoluuntur, Habemus fcilicet

a = x + rcol MX

b = y + r fin MY

c = % tr fin MZ

ynde r = v (la — )2 + (6 - y) + (cz )?)

coſ MX =

-

col MY =

r .

coſ MZ

Denique per theorema fatis notum fit

col MQ = coſ MX. cor Qx + coſ MY.coQY + cof M2. cor qz

fiue

T (a - 2 ) + Uib - y) + V (c- z)

coſ MQ==
TV (TT + UU + VV )

10.
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10.

Iam vt integratio expreſionum differentialium per totam fuc

perficiem abſolui poßit, has expreſiones ita transmutare oportet , vt

duas tantummodo variabiles contineant. Hoc fieri quidem poteſt

eliminando vnam o variabilibus x , y , z adiumento aequationis

W= 0 : fed plerumque ' hoc modo formulae minus tractabiles

rodeunt. Praeftat itaque , duas nouas indeterminatas p, q introdu

ere , ita vt tum a , tum y , tum z tamquam functiones harum inde

erminatarum confiderare oporteat.

Simulac igitur ipſis p, q valores determinati tribuuntur, etiam

y, z determinatae erunt , i.e. illis punctum determinatum in cor

oris Tuperficie reſpondebit. Haec mutua correlatio clarius ob ocu .

s ponetur , fi planum indefinitum concipianus , cuius fingula

uncta per coordinatas rectangulares p, q exhibeantur. Cuiuis ita

e puncto plani reſpondebit punctum in ſuperficie corporis et qui

on vnicum tantuni, fi' res ita inftructa eſt, vt bc, y, z fint functio

s vniformes indeterminatarum p, q . Quodfi vice verſa etiam per

y, z plene et absque ambiguitate determinantur p et q , manifeſto

uis puncto ſuperficiei corporis vnicum tantum planipunctum reo

ndebit , planumque'in hoc caſu vndique in infinitum porrigi

et , quo integram corporis ſuperficiem exhauriat . Alioquin au

plani partem tantummodo conſiderare oportebit, limitibus fini.

vel infinitis defcriptam , quae corporis ſuperficiem quafi reprae

abit. Concipiatur planum per infinitas Tectas tum lineae abfcif.

m parallelas tum ipfi normales in elementa rectangula diui

huiusmodi elementum, inter puncta quorum coordinatae funt

g

+ dp , q

at dq

+ dp , 9+ da

ntum, erit =erit = dp. dq , reſpondebitque elemento parallelogram

matico
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1. X ,

1

matico in ſuperficie corporis contento inter quatuor puncta , quo.

rum coordinatae reſp. erunt ri

yo

II. x + 1dp , y t udp, z + vdp

III. 26 + vida , y + p'dq , z + vida

IV . x + Adp + X'dq , y + udp + M'dq , 2 + vdp + vida ,

fi fupponimus elle

dx = Adp + adg

dy = rdp + u'da

dz = ydp + vidq

Proiectionez huius areae , quam ftatuimus = ds , in tria plana axi

bus coordinatarum20, 4,2 pormalia , facile inueniuntur reſp. =

+ Cure vuº) dp, dq

= (v1 - 1x ) dp.dg

au - u ) dp..dg

unde per theorema latis nolum ipſa elementi area erit

= dp.dq v ((up' - vu) 2 + (va ' ) ? + Uje' - MW ) ? )

Hinc patet, fingula integralia in ſex noftris theorematibus pro.

lata , ad formam talem reduci ſ Sdn. dq, ybi s vel explicite

vel implicite fit functio duarum indeterminatarum p.q, integratio

nemque
vel per totum planum infinitum extendendam efle, vel per

eam plani partem , quae ſuperficiem integram corporis noftri quali

repraeſentat. Integratio ipſa autem modo his modo illis artificiis

abſoluetur, de quibus regulae generales dari nequeunt.

Ceterum adhuc obferuamus , quum ſubftitutis pro x , y , z valo

ribus per p , q expreſſis, functio W neceſſario fieri debeatidentice

= o , etiam identice i. e. independenter a valoribus ipſarum dp, da

fieri debere

o = (2T + ųU + vV ) dp + (WT + MU + vV ) da

fiue haberi

AT
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2T + MU. + V so

303,27 + UV + 9V50

Hinc fequitur, quan itates hve - yu, va !-hr Tues de reſp.

iplis T, U , V , liue cofinibus angulorum Qx, QY; QZ proportiopa

les euadere , quod iam e fupra dictis , ſed remanente fignorum am.

biguitate , colligere licuerat.

***

XX ZZ

+
CCC
CI

XX

Ab his disquiſitionibus generalibus ad corpora ſphaeroidica

elliptica deſcendimus, quorum cauſſa illae fuerant, ſuſceptae." Ini

tio abſciſſarum in corporis centro fumto , ſemiaxibusque per A ,B, C

defignatis , aequatio ſuperficiei erit

Уу

+ +
BB

Zz

Statuemus itaque W =

уу

vnde

* BB :
patet,

pro omnibus punctis intra corpus w obtinere valores negativos,

pofitiuos antem pro omnibus punctis extra corpus. Porro erit

ey

T U= ftatuendo itaque
AA : BB !.

уу ? :

V2* + B +B4 +C ) = T !

cit

+

FA
Q

it CC 2.v
n

2X

V = ce

22

i

ilzz vo

cor QZ =
cccor Qx = JAM col QY =

-
col OM =

บ

fp
'

(b -y) y

+ ( 0(c =- )2

BB CCTr !

7

12.

Iam introducamus duas indeterminatas p , q tales, pt fiat

= A cor p

= B ſin p. colg.

- Clin
p.

F. Gauſs, Theoria Attract. Corp. Sphaer. Ell, hom . Tom . II. с
Facile

Ting
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1975-1
30

3

Facile perſpicietur, totam ſphaeroidis ſuperficiem fic exhauriri, fi

p extendatur a o vsque ad 180°, q vero a 'o vsque ad - 3600, Porro

habebimus

a = - A fin p , N = o th

u = B cof p, colq , m = - B lin p. linqsni

1...

v = C coſ p . finq, v' = C lin p. cola .JS.Svi

up' - N = BC cof p. lin p = ABC fin p.

ominaire

nav' = AC fin ps. colq = ABC fin Po ÚB !

a Mi AB fin pº. ſin q = ABC hop
Caiman

Hinc quoniam fin p intra limites , quos hic conſideramus, vbi.

que fit quantitas pofitiua , ftatuere oportet

ds = dp. dq. ABC. *. lio p

Applicando las formulas ad theorema ſecundum , ht corporis

volumen feu :(ftatuendo denfitatem l ) malla sisi posiamen

Effdp.dg.ABC. col p ?. fin pas endiano e m976 2017' ;

que integrando primo fecundum q ::

= 27 | dp.ABC. coſ p2 . lin p = RABC /dp.( Gimp + în 3p)

quod integrale a p = o vsque ad p = 180 ° oft extendendam . Hinc

prouenit ABC , vti aliunde conftat:

& i ( 2

1 1

13.

Ad determinandam attractionem , quam fphaerois exercet in pun.

ctum quodcunque, li attractio cuiusuis elementi quadrato diftantiae

a puncto attracto reciproce proportionalis fupponitur, habemus fr =

r = r.

Tr ?
= sit attractio fphaeroidis integri ſecun

dum directionem axi coordinataru'mi- og parallelam atque oppofitam

= X, ftatuatorque X= ABCE Erit itaque, per theorema tertium ,

BCå lipp BC col p. finp

X= dp. dq = dp.dq
TA

adeo

r
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712WE= dp.dq.cara

a --xx (b - y ) y 3

[49.00
r3 AA

$ 1,317 vel =

adeoque

dp . dq. col p . ſinp

ar

Perinde obtinemus; per theorema ſextum , ili ? .is

po

[2]
+ +

AA BB CC

Denique theorema quartum nobis fuppeditat

dp.dq. lipp (a- * ) * (b - 22
z )

1

3
+

BB CC

in
: .- 1:16 .

ABC

rout punctum M iacet vel extra corpus , vel intra corpus.

Iam quantitates A , B , C tamquam valores particulares trium

ariabilium a, 6, y conſideramus , ita comparatas, vt ad - 66,

ayy fint conftantes. Ita & fpectari poterit tamquam functio

ariabilium a, 6, y len potius vnius ex ipfis: variationes fimulta

eas quantitatum &, a, 6 vy per characterifticám diftinguemus. fa

de concluditur ex-'dequatione [ 1] , orefcentibus a , 6. , in infinitam ,

vltra omnes limites decreſcere, quum manifefto vel valor mini

as ipfius r vltra omnes limites creſcat. Statuere itaque oportet

= o pro a = o . Differentiando aequationem [ 1 ] ita exhibitam

dp. dg. colp. fin pr-9,
105.

vel =1 4

1

=

r

ſ
rr

undam characteriſticam di prodit ' , 5.3.

? ..;

dp. dq. corp. lin p. dr

+ Edd

habemus

== fam .) Sac..
(biay ) diy ( 772) de $ üni" ;

(a + x ) cofp. dice+ - ( briey) finíp.cofq.86- (6-2)linpfinq.dy

d6 dy

(äxa. ぴー ) y
(c - 2 ) z.

( a - x) x yly (c - 2 )

= ado . +
)

YY

Co (propter

dice

(b

da



ተr3 da YY

30 ) x

A ap.

E
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(pròpter adc - 686 = 0 , ada odoy = ) : hinc fit

da
dp.dq.æ fin p (a = 2)* 7 (6'= y)y + ( 7)7)

66

Hinc fubtrahendo sequationem [ b ] } in" Sce multiplicatam , poſt

quam A, B ,C in aney'mntătáe.funt, fit “ na pia

dp. dqia ſinp ( a

(6 — y)} + (coorz ) ?adt =da.

CE

Huius aequationis pars ad- dextram per aequ. [3) fit vel =o vel

47adce

, prout M iacet extra vel intra corpus, ita vt fiat in

aby

caſu priori
11: 0 ; ms

[4) dE = QUE "Tops Sty :99: SN La

in pofteriori autem ...69 S'A ,P8T819binns på

°C6] JE 494_

1964nado . 5ļisada: 13 6 :1 & til !!

και ααβ, Cinsie

21.2 . Aequatio [ 4 ] protinus oftendit , & eſſe conftantem , Gue attra

ctionem X mallạe proportionalem pro omnibus , ellipſoidibus, in

quibus;ctct66, tot = y fint quantitates conſtantes, i . e. , quarum

*tres ſectiones principales fint ellipſes iex iisdem focis deſcriptae,

quamdiu punctum attractum extra fphaeroidem iaceat., Quam con

cluſionem , quum omni rigore vera fit, quantumuis próximeſphae

roidis ſuperficies ad punctum attractum accedat , neceſſario etiam

ad fphaeroidem ipfam extendere licebit , cuius ſuperficies per ip

ſum punctum attractum tranfil,

Problema itaque de attractione fphaeroidis in punctum quod

cunque externum determinanda , reducitur ad duo alia problemata,

ſcilicet primo ad determinationem dimenſionum alius ſphaeroidis ex

iisdem quibus fphaerois propofita focis defcriptae punctumque
altra

ctum tranſeuntis, ſecundo ad problema de attractione ſphaeroidis

in punctum in ipfius ſuperfic ie pofitum . Problema prins pendet a

ſolutione aequationis cubicati, quam ſemper radicem realem vnicam

܀ܪܝܐܝܺܝ.

3

ipuoluer
e
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-
= t.

ſ
BB

ini

AA

inuoluere facile demonftratur, cuique hic immorari ſuperfluum vi

detur. Vt vero problema alterum foluamus, conſideremus calum

alterom , vbi punctum .attractum iacet jotra corpus.
Quum fit

Sad + BB - AA , gyy sad + CC - AA , fubftit
uemus hos

valores in aequati
one 5 ,fimulq

ue faciem
us Hinc emergit

4antedt

DE BB CC

A3 V ((1 (1 )tt) (1-11
Yet

:) ti) }
AA

fiue reſtituendo characteriſ
ticam'd

, et integrando

407
itdt

43 CC

v ( ( i ( 1 ; itt)

AA

quod integrale ita ſumendum eft, vt 'euaneſcat pro t = 0 , ac dein ,

ro ſphaeroide determinata cuius ſemiaxes ſunt A, B , C, extenden

um vsque ad 1 = . Habemus itaque

407 BC tudt.

S] X =

♡ ( ( 1 – (1-4X) tt) (1 - (1

tegratione a t = o vsque ad t = i extenſa. Manifeſto attractiones

kibus coordinatarum Y, Z, parallelae hinc fponte deriuantur , &

A cam b, B vel cum c, C permutantur.

Haec itaque formula ſuppeditat attractionem omnium puncto

m iotra Tphaeroidem , et quum rigoroſe fit vera , quantumuis

oximum fit punctum -attractum ipli ſphaeroidis ſuperficiei, etiam

jue ad puncta in ſuperficie pofita valebit. Ad quam quum'attra

o punctorum externorum iam reducta fit , problema iam com.

te eft folutum .

Aequatio [6] praeterea docet , pro puncto interno attractionem

nium ſphaeroidum fimilium fimiliterque pofitarum prorſus iden .

m ello.. Quodfi itaque huiusmodi ſphaerois in plura ftrata di.

vifa

S
BB CC

A
A

) tt)
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viſa concipiatur, quorum ſaperficies internae et externae fuperfi

ciei ſphaeroidis fint fimiles fimiliterque pofitae, manifefto fingula

ftrata punctum attractum circumuoluentia ad attractionem in hoc

punctum nihil conferent, ita vt tantummodo refiet attractio nuclei

interioris , cuius ſuperficies per ipſum punctum tranfit.

Si

14

De ipſa integratione formulae [6 ] non opus eft prolixe dil

ſerere. Conftat ſcilicet, eam a trapsſcendentibus pendere, circulo lo

garithmisque altioribus , fi omnes A , B ,C lint inaequales: in hoc ita

que cafu ad ſeries confugiemus , quae tanto citius conuergent, quo

minus ſphaerois a fphaera diſcrepat. Si vero duae quantitatum

A, B, C ſunt aequales , e. g . A = B , in quo cafu fphaerois orta erit

per reuolutionem circa axem = 2C , erit

47aC ttdt

CC

V (1—11- Att)

Ωπα cofo

(Q- } lin 20)

с CC

ftatuendo

Ă = coſø , vel V (1 - X = ling, 4C3A

3

aut

QaCC :
GTAA AC : Ctv (CC - AA )

G + -
X =

CC AA (CC — AA)

log

GCEA.

Attractio in directione coordinatis y parallela et oppoſita, pro.

dit mutando in his formulis a in b , vnde patet has duas vires

aequiualere vnicae , cuius directio axi 2C normalis eſt, cuiusque

intenſitas inuenitur, fi in formula modo tradita a in diftantiam

puncti attracti ab hoc axe mutatur.

fing?

Attractio
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Attractio denique in directione coordinatis z parallela et oppo :

fita i.e. ad aequatorem normali, fit in caſu , vbi B=A ,

Diilid 470AA
itdt

CC

(? - 00 ).tt

с

ride'éruitur, fi CSA , ponendo vt fupra cofy,
A

is eidoa!!

4πο cofφ

(tangp - p)
nem todas siuni : i

i vero C > A , prodit

C + V (CC - AA) 470A A

log

(CC - AA)
A CC AA

andem , fi omnes tres A , B, C ſunt aequales , i . e . fi corpus eft

haera , attractiones ſecundum tres directiones principales fiunt

3 πα , 3 πυ , και πο

è . identicae cum iis , quas nucleus ſphaericus, in cuius fuperficie

inctum attractum iacet , exerceret , fi ipfius maſla in centro eſſet

ocentrala . Hinc etiam fponte ſequitur, puncta externa a fphaera

rinde attrahi , ac fi eius maſla tota eflet in centro , vti Newton

Imus docuerat,

477CA AC

Additamentum .

Poftquam haecce iam perſcripta eſſent, innotuit , indicante ill.

lace , commentatio egregia cl . Ivory in Philoſophical Transactions

4. 1809 , vbi idem argumentum per methodum ab iis quibus

erant ill . Laplace et Legendre prorſus diuerſam tractatur. Summa

antia ille geometra attractionem puncti externi ad attractionem

cui interni reducere docuit, i . e. problematis partem , quae ſemper

difficiliori habita eft , ad faciliorem .
Methodus autem , per

a hanc alteram partem tractauit , longe magis complicata eft,

partimque
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partimque perinde vtmethodus qua ill . Laplace pro punctis exter

nis vſus erat, confiderationi ferierum inhnitarum non ſemper con :

vergentium innititur, quam vtique euitare licuiſſet .'. Caeterum haec

ſolutio clar. Ivory , quae obiter ſpectata quandam fimilitudinis fpea

ciem cum noftra prae ſe ferre videri pollet, propius examinata pria

cipiis oinnino diuerfis inniti inuenietur, nec fere quidquam ytrique

ſolutioni commune eft, nili vſus indeterminatarum a nobis per

P , 9 denotatarum .

.

iliei
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